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Konvergenzbegriffe in der Okonometrie
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Sei Xp,,n = 1,2, ... eine Folge von Zufallsvariablen, X ein Grenzwert (abhéngig von der Konvergenzart). Fiir die im Folgenden definierten Konvergenzbegriffe gilt folgende Logik:

X &5 X — X, X — Xx,-Lx

Fast sichere Konvergenz (£'>)

Konvergenz in Wahrscheinlichkeit ( plim L)
n— o0

Konvergenz in Verteilung (i>)
(wobei F'x, bzw. F'x die zugehdrigen Verteilungsfunktionen sind)

Zufallsvektorfolgen und plim A, := A der Zufallsmatrixfolge

n—o0
existieren, so gelten folgende arithmetische Operationen:

plim (yn + zn) = plim (yn) + plim (zn)
n—r o0 n— oo n—oo

plim (yfzn) = (plim (yn))(plim (2n)
n— 00 n—00 n—ro0

plim (Apzn) = (plim (Ap))(plim (z,)
n—00 n—00 n—>o0

Definition Ve > 0: P(limn — oo | X, — X| <€) Ve>0: limn —- oo P(|Xn — X|<e)=1 limn — oo Fx, (z) = Fx(x)
=P({we Qlimn — oo Xpn(w) = X(w)}) =1 < limn - oo P(X, <z)=P(X <z) VzxeR
Bedeutung Die Folge der Zufallsvariablen und der Grenzwert stimmen in fast | Es werden keine Realisationen (bzw. Funktionswerte) betrachtet, | Analog zur fast sicheren Konvergenz, in der die Zufallsvariablen
allen Punkten bzw. Realisationen iiberein. sondern der Limes einer Wahrscheinlichkeitsfolge von Ereignissen. | punktweise tibereinstimmen, stimmen hier die Verteilungsfunktio-
Anders formuliert: Umso groler n ist, umso mehr Funktionswerte nen fast tiberall iiberein, obwohl es unterschiedliche Zufallsvaria-
des Folgenglieds stimmen mit dem des Grenzwerts iiberein. blen sein konnen.
Eigenschaften Konsistenz eines Schitzers:
Sei nun Bn ein Schitzer fir 3 der Stichprobe 1, ..., n, betrach-
tet als Zufallsvariable. Der Schitzer heifit konsistent, falls fiir den
wahren Wert 3 gilt, dass Bn L 3, also als Zufallsvariable in
Wahrscheinlichkeit gegen den wahren Wert (3 konvergiert.
Rechenregeln Falls die Grenzwerte plim vy, =: y, plim =z, =: z von | Falls die Grenzwerte des Vektors an i) a und der Matrx
n—o0 n—o0

d . . .. .
A, — A in Verteilung existieren, so existiert auch der Grenz-
wert ihres Produkts:
d
Ana, — Aa

Gesetz der grofien Zahlen
Law of Large Numbers (LLN)

Sei X; eine unabhingige voneinander und identische verteilte
(IID-)Folge von Zufallsvariablen mit endlichem Erwartungswert 4,
dann gilt fir g :=n~"t 31 | X;:

Starkes Gesetz der grofien Zahlen

A5

Sei X; eine unabhingige voneinander und identische verteilte
(IID-)Folge von Zufallsvariablen mit endlichem Erwartungswert t,
dann gilt fir g :==n=1 30 | X;:

Schwaches Gesetz der groBien Zahlen

i -2 jbzw. plim ) = p
(

Sei S das Einheitsintervall [0, 1] mit Gleichverteilung darauf. Be-
trachte
Xn(s):=s+s"und X(s) =s.

Sei S wieder [0, 1] mit Gleichverteilung. Betrachte
Xi1(s) := s+ I[o,1)(s), Xa(s) := s + Ij0,1/2)(s),
X3(s) = s+ I[1/2,1)(s), Xa(s) :== s+ I[p,1/3)(s),
X5(s) == s+ I11/3,2/3)(5),. und X (s) := s

Wichtige Sitze Slutsky’s Theorem Continuous Mapping Theorem
Sei plim X, = X und g(-) stetig an der Stelle X. Dann gilt: Sei Xn —% X und h(-) eine stetige Funktion von Zufallsvaria-
pliI;Ll_);?Xn) — g( plim Xn) — g(X) blen. Dann gilt: h(Xn) i} h(X)
Ell\z)ailodarf den plimn_i)nofiie Funktion ziehen) Cramér-Wold Device
n— 00 Fiir eine Folge von Zufallsvektoren @, gilt:
Tn i> r — Az, i) AT s
Gegenbeispiele Beispiel fiir fast sicher konvergent, aber keine math. Konvergenz: Beispiel fiir in Wahrscheinlichkeit konvergent, nicht fast sicher: Beispiel fiir in Verteilung konvergent, nicht in Warscheinlichkeit:

Betrachte die Zufallsvariablen X,,, X auf Q = {0, 1} mit

Plw=0)=Pw=1)=4:
I,wennw =1 1,wennw =0
Xn 1= und X :=

0,wennw =0 O,wennw =1




