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Ableitungsbegriff und Taylorentwicklung von (vektorwertigen) Funktionen (in mehreren Veranderlichen)

© Lst Okonometrie, Uni Regensburg, Nov 2012

Im folgenden betrachten wir Funktionen, die Punkte (Vektoren) auf Punkte (Vektoren) abbilden, beschreiben den Ableitungsbegriff und definieren in den ersten beiden Fillen eine Taylorentwicklung.

Die Definitionen sollen der gedanklichen Strukturbildung von VWL-Studenten helfen und sind demzufolge an manchen Stellen etwas ungenau.

f:R—=R
z—y:= f(z)
Ein Punkt = wird auf einen Wert y := f(z) abgebildet.

f:R*" =R
x—y:= f(x)
Ein Vektor « wird auf einen Wert y := f(a) abgebildet, z. B. zwei Koordinaten werden einer Hohe (= Land-

karten), drei Koordinaten werden einer Farbe ( = Temperaturkarten) zugeordnet.

f:R® - R™
x>y = f(x)
Ein Vektor & wird auf einen Vektor y :=

f(z)

abgebildet, z. B. Stromungen im Schwimmbad.

Die Ableitung von f an einem Punkt zq ist durch folgenden Grenzwert
(falls er existiert) definiert:

_ df(z) o T (@0 +h) — f(zo)
dx h
Die Ableitung an diesem Punkt ist ein Skalar, den man graphisch als Tan-

le=2o:= f'(z0) =1

D f(zo) :

gentensteigung an xq illustrieren kann. Man kann die Funktion zweimal
ableiten (falls beide Grenzwerte existieren) und erhélt die zweite Ableitung
an einem Punkt, welche wieder ein Skalar ist.

Wichtig:

Im R' — R!-Fall korrespondiert eine Verinderung der x-Variable mit ei-
ner Verinderung der y-Variable. Diese Anderungsrate ist gerade die Ablei-
tung. Im R™ — R gibt es n-Verdnderungen der x-Variable und dement-
sprechend n Ableitungen, im R™ — R™ gibt es fiir n Verdnderungen der
« Variable gerade m Veridnderungen der y Variable und dementsprechend
eine m X n-Matrix als Ableitung.

Motiviert durch die erste Ableitung als Steigung, definiert man im Fall von mehreren Verdnderlichen a die

partielle Ableitung (bzw. interpretiert als Steigung in Richtung x;):

flx1, ..,z + h,..xn) — f(x)
h

of (z)
ox;

|zg:= 0i f(x0) := fo,; (@0) := lim
Man bekommt also fiir jede Variable eine partielle Ableitung, welche man als Gradient zusammenfasst:

V(o) = (2Led, .. 20 — (5, f(ao), 0nf(0))

1

Dies ist ein 1 X n-Vektor (je nach Literatur auch ein n X 1-Vektor) und kann als Richtungsvektor des maximalen
Anstiegs interpretiert werden. Wihrend im einfachen Fall der Ableitungswert an einem Punkt ein Skalar war,
ist es hier ein Vektor.

Will man nun ausgehend von einem Punkt & die Steigung in die Richtung vz bestimmen, so berechnet man
einfach V f(axg) - vz und erhilt wieder ein Skalar, die Tangentensteigung in diese Richtung.

Analog zum ersten Fall mochte man hohere Ableitungen bilden, dabei bendtigt man aber zwischen allen mog-

lichen Steigungen Kriimmungen und definiert deshalb die n x n-Hesse-Matrix von f an der Stelle xq:

9% f () 9 f(x)
dx10xq Ox1 0Ty
) 9% f(x) 9 f ()
H (:1:0) — (8 f(ac)) — Oxo0xq Oxodxy,
e 02025 ) s 521, ) gy : :
9% f () 9 f (@)
Oxp 0z Oxp 0T n =

Wiihrend wir im R! — R! ein Skalar (einen 1 x 1-
Vektor) als Ableitung definierten, im R™ — R!
einen Vektor, den 1 X n-Gradienten definierten,
wollen wir dies nun konsistent fiir den R™ — R™-
Fall fortfiithren und eine m X n-Matrix definieren:
S (xo) ist an der Stelle x¢ differenzierbar, falls es
eine lineare Abbildung L : R"™ — R™ gibt, so dass
gilt:

f(xo+h)— f(zo)—L-h

lim
[ Al

h—0

=0

Diese lineare Abbildung kann nach Basiswahl als
Matrix dargestellt werden; in der Standardbasis ist

es gerade die Jacobimatrix im Punkt xo:

ofi(®) .. 9h(=)
Oxq Oz oy
Jg(xo) := : :
O fm (x) .. A fm (=)
Oz Ozn xr=xq

Dies ist eine m X n Matrix, im Fall m = 1 gerade

der Gradient.

Optimalititsbedingungen fiir zg lok. Max. bzw. lok. Min.:
Notwendig: f/(zo) =0

Hinreichend: f”(zo) > 0V f"(z0) >
(<) (<)

0V ... : 2o lok. Minimum

(Maximum)

Man sucht also zuerst die Punkte, an denen die Funktion weder steigt, noch
fallt und untersucht die Kriimmung an diesem Punkt. Ist die Kriimmung
konvex, d. h. f"'(zo) > 0, so liegt hier ein lokales Minimum.

Optimalititsbedingungen fiir g lok. Max. bzw. lok. Min.:

Notwendig: Vf(xo) = v0 <= 9;f(xo) =0 Vi=1,...,n

Hinreichend: Hy (o) positiv (negativ) definit: o lok. Minimum (Maximum)

Wie im einfachen Fall gibt die zweite Ableitung die Auskunft tiber die Art des Extremas. Hier kann man aber
nicht mehr von einer ,,positiven Matrix“ sprechen, sondern muss die Definitheit, fiir die es mehrere Kriterien

gibt, der Matrix testen.

Da R™ keine Ordnungsrelation mehr besitzt, d.h.

man zwei Vektoren vv, vw € R™ nicht mehr ver-
?

gleichen kann (vv < vw), macht es hier nicht viel

Sinn von Maxima und Minima zu sprechen.

Taylorpolynom von f erzeugt an der Stelle zg vom Grad k :

k

(") (g
T;-“(x;xo) = Z fi(o)(l — )"

|
n=0 n:

Ausgeschrieben fiir k = 2:

TJ’f(m; x0) = f(l‘o)+fl(x0)(xfxo)+%(Ifxo)Q = ct+bzr+azx?

Wir beschrinken uns hier auf die fiir die Vorlesung notwendige Taylorapproximation zweiten Grades von f an

der Stelle xg:
T7 (@, 20) := f(@0) + V f(20)(2 — @) + %(w — )" - Hy (o) - (z — z0)

Wie im einfachen Fall ist dies eine Funktion in der Variablen @. Analog zum quadratischen Polynom links ist

dies eine quadratische Form.

Da eine Taylorentwicklung trotzdem von Interesse
sein kann, definiert man die Taylorentwicklung 1.

Grades von f an der Stelle @ durch:
T} (x5 @0) = f(w0) + Jf(20) - (@ — 0)

Achtung bei den Dimensionen!




